O método — Aprender a aprender

“Aguele que adora praticar sem estudar a teoria € como o
marinheiro que embarca sem navio, sem leme e compasso, e
nunca sabe onde pode ir parar.” Leonardo da Vinci (1452-1519)

“A primeira coisa que eles procuram na Google, é a tua
capacidade de aprender coisas novas rapidamente.”
Laszlo Bock, former SVP of People Operations at Google



Estatistica (Ciéncia dos dados)

“O pensamento estatistico sera um dia tao necessario como
qualificacao para uma cidadania eficiente como a capacidade
de ler e escrever.”

H.G. Wells (Escritor inglés, ficcao ciéntifica, 1866 — 1946)

“O proximo século sera seguramente o século dos dados.”
David Donoho (in 2000, 1957 -)

“But people don’t want data. They want answers!”
David Hand (1950 - )

“A probabilidade € como o bastao usado pelo cego para sentir seu
caminho. Se ele pudesse ver, ele nao precisaria da bengala, tal como
se soubéssemos qual o cavalo mais rapido, nao precisamos de teoria
da probabilidade.”

Stanislaw Lem (1921 - 2006)
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2.1 — Introduc¢ao a Teoria da Probabilidade

Por razboes econdmicas, logisticas,
para evitar erros de varia ordem, s6
em casos excepcionais, se analisa a
populacao.

Populagao

Inferéncia indutiva —> Incerteza

Rigor —> Quantificacao da incerteza

\

Teoria da Probabilidade
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* A Teoria da Probabilidade permite quantificar a
incerteza.

® Objecto da teoria da probabilidade: é o estudo de
certos fenomenos observaveis, influenciados pelo
acaso, ou seja, o estudo dos fendmenos aleatorios.
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“experiéncia” aleatoria

O que caracteriza uma experiéncia aleatoria?

1. Conjunto de resultados possiveis ser conhecido

2. O resultado da experiéncia nunca poder ser
previsto de forma exacta mesmo que se tente
reproduzir exactamente as circunstancias
relevantes para o resultado.
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Constituem exemplos de experiéncias aleatorias:

a) Lancamento de uma moeda e observacao do lado
que fica para cima.

b) Lancamento de um dado e registo do numero de
pontos obtido.

c) Tiragem de uma carta de um baralho e anotacao
do naipe.

d) Registo do numero de sinistros por apodlice do
ramo automovel durante uma anuidade.
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e) Observacao das receitas de uma amostra de
agregados familiares colectadas através de um
inquérito ao custo de vida realizado numa cidade.

f) Observacao da duracao de componentes electronicos
de determinado tipo.

g) Observacao das taxas de inflacao em anos sucessivos.

h) Observacao do partido vencedor das proximas
eleicoes legislativas.

i) Registo do numero de equipas de futebol vencedoras
em casa na proxima jornada do campeonato da 12 liga.
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4 )\
o ol o o000 )
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Acontecimento ‘ \
elementar @ Espago resultados\ amostra Acontecimento

() %“-—“de(fd de
Resumindo: niimero mator que 4

Espaco resultados — Todos os acontecimentos

Acontecimento

——Um elemento do espaco resultados
elementar

Acontecimento — Dois ou mais elementos do
espaco resultados
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Espaco de resultados. Acontecimento

Definicao 2.2 — Espaco de resultados ou espaco-amostra.

Denomina-se espaco de resultados ou espaco-amostra, e
representa-se por Q, o conjunto fundamental (nao vazio)
formado por todos os resultados que é possivel obter quando

se efectua determinada experiéncia aleatoria.

Os resultados individuais, pontos ou elementos de (), sao

representados por w.
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Classificacao dos espacos de resultados

finitos
Lancamento de uma moeda.

discretos \ Q= {F,C}={0, 1}
Espaco de / infinitos

resultados numeraveis

N? telefonemas recebidos
por hora numa central
telefonica Q={0,1, 2,...}.

continuos

Duracao de uma Lampada
Q= {x: x > 0}
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Defini¢cdo 2.3 — Acontecimento.

Chama-se acontecimento a um subconjunto
do espaco Q.

Se A = {w} diz-se que é um
O acontecimento elementar.

QO étambém um acontecimento.

Definicao 2.4 — Realizacao de um acontecimento.

Ao efectuar a experiéncia aleatoria associada com €,
diz-se que o acontecimento A c Qse realiza, se o
resultado da experiéncia € um ponto w que pertence a
A:w E A.
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Espaco de resultados é importante porque permite
definir os acontecimentos
mas

De maior interesse sao os acontecimentos e as
familias de acontecimentos a partir dele definidos

Exemplo: Considere-se a experiéncia aleatdria lancamento
de duas moedas Q= {FF,FC,CF,CC}

Neste espaco de resultados podemos definir os acontecimentos:

A = {FC,CF} =«saida de exactamente uma face ou uma coroa»;
B = {FF,FC} =«saida de uma face na primeira moeda»;

C = {FC,CF,CC} =«saida de pelo menos uma coroa.
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Exemplo 2.8 — Lancamento de dois dados e observacao do par
(i, j)numero de pontos saido no primeiro e no segundo

dados. O = {(i,)): i,j = 1,2,34,56L#0 =36

Sao acontecimentos do espaco ():

Cadapar (i,j)i,j = 1,2,3,4,5,6 é acontecimento elementar

A = {(44),(4,5)5,4),(55)} = «saidadeapenas4doub5
pontosy;

B = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)} = «saida de
soma de pontos dos dois dados inferior a 5».
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Exemplo 2.9 — Duragaode uma lampada Q= {x: x > 0}

Sao acontecimentos do espaco ():

A ={x:500 < x <1000} = «lampada dura entre 500 e
1000 horas;

B = {x: x <500} = «lampada dura menos de 500
horas;

C={x: x > 600} =«lampada dura mais de 600 horas».
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* A algebra de acontecimentos constroi-se por analogia com a
algebra de conjuntos. Algumas situacdes de maior interesse:

Implicacao de acontecimentos — a realizacao
de A implica a realizacao de B se e so se, todo
o elementode A é elementode B: A c B.

Identidade de acontecimentos — 4 e B sao
acontecimentos idénticos se e so se, possuem 0s
mesmos elementos: A = B=>AcBeBcA

Unido de acontecimentos — A uniao de dois

acontecimentos A e B, AU B é o acontecimento o
gue se realiza quando pelo menos um deles se

realiza.

Acontecimento impossivel: @.
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Interseccao de acontecimentos —
A interseccao de dois @ B
acontecimentosAeB,ANB,éo

acontecimento que se realiza
quando ambos se realizam.

Dois acontecimentos A e B sao
incompativeis ou mutuamente

exclusivos se e so se a realizacao @
de um implica a nao realizacao

dooutro.ANB =
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Diferenca de acontecimentos — a
diferenca entre os acontecimentos
A e B é o acontecimento que se

realiza se e so se A se realiza sem

que se realize B: A — B.

Acontecimento complementar
de A designa — se por A -

_ A
f=0-a = AUA-0 @

ANA=0Q
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Algumas propriedades das operacoes definidas sobre
acontecimentos:

1. Associatividade: AU(BUC)=(AUB)UC; AnN(BNC)=ANB)NC
2. Comutatividade: AUB=BUA, AnB=BnNA

3. Distributividade: AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
AN(BUC)=ANB)UANC)

4. Leis de De Morgan:AUB =ANB; ANB=AUB

5. Unido numerdavel de acontecimentos Ay A, -+, A, - =U;2; 4;

6. Interseccao numeravel de acontecimentos A; A, -+, A, - =Nj2; 4;
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* Medida de probabilidade
Provavel, plausivel, credivel, possivel, etc.,

Probabilidade quantifica o grau de incerteza atribuido a
realizacao de acontecimentos incertos ou que nao se
controlam.

A medida de probabilidade pode ser formalizada através
de um numero reduzido de proposicoes fundamentais —
axiomas.

Axiomatica de Kolmogorov

A partir destes é possivel obter, por deducao logica,

proposicoes ou teoremas que, dao corpo a teoria matematica
da probabilidade.
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”

P(5%)
AC {2 *P(A)CR
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Axiomatica de Kolmogorov

A medida de probabilidade P(A), probabilidade do
acontecimento A, verifica os trés axiomas seguintes:

P1- P(A) = 0.
P2 - P(Q)) = 1.
P3 —Se A e B forem acontecimentos incompativeis,

A NB = @, entdo, P(A U B) = P(A) + P(B).
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* Em muitas situacdes deve-se substituir o axioma P3
pelo seguinte (generalizacao):

P3* — Se se tiver uma

Uniao numeravel de acontecimentos
Ay, Ay, o Ay, > U Ay
dois a dois incompativeis, A; N 4; = QN (#]))

entdo P(U;2, A;) = Y21 P(4;)
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* Propriedades da medida de probabilidade:

1) P(A) = 1 — P(A).

2) P(©) =0(*).

3)P(B — A) = P(B) — P(A4 n B).

4)P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B).
5)A cB = P(A) < P(B).

6) P(A) <1.
Estas propriedades podem demonstrar-se sem grande
dificuldade.

(*) Podem existir acontecimentos com probabilidade
nula que nao sejam impossiveis




CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

Exemplo 2.12 - Em determinada populacao, 9.8% das pessoas
adquirem a revista A, 22.9% a revista B e 5.1% ambas as revistas.

Admite-se que a medida de probabilidade é a proporcao dos
individuos da populacao que adquirem as revistas. Sejam:

Acontecimentos A = «adquirir a revista A»;
B = «adquirir a revista B».

(a) A probabilidade de adquirir somente a revista A ?

(b) A probabilidade de adquirir pelo menos uma das revistas?

(c) A probabilidade de nao adquirir nem a revista A, nem a revista
B?
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* Tirando os casos P(@) = 0e P(QQ) = 1, a teoria da
probabilidade ndo ensina o modo de atribuir uma
probabilidade a um dado acontecimento, mas ensina a
calcular as probabilidades de certos acontecimentos a partir
das probabilidades de outros acontecimentos normalmente
mais simples do que os primeiros.

A atribuicao de probabilidades a um acontecimento depende
do conhecimento que se tem do sistema que descreve a
experiéncia aleatoria em causa ou, ateé, da interpretacao que
é dada ao conceito de probabilidade.

Apresentam-se 3 interpretacoes deste conceito: classica,
frequencista e subjectiva.
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2.4 - Interpretacgoes do conceito de probabilidade.

1. Interpretacgao classica, De Moivre (1718), explicitada por
Laplace no principio do século XIX. Laplace adoptou o
esquema dos resultados "igualmente possiveis ou provaveis",
motivado por problemas levantados no dominio dos “jogos

de azar”.

Pierre-Simon Laplace

(1749-1827)
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Seja a experiéncia aleatdria lancamento de um dado.

- ® o o o o o o Espacoresultados
o o :
S o. e o 0‘0 o o 2={w; i=1,..,6}
#(=06
E 0 acontecimento .0. : )

A = {saida de face com valor3ou4}=>#4 =2 P(A)="

PA) = # A mnumerode casos favoraveisa A 2
# Q0  numero de casos possiveis "6

Principio da Equiprobabilidade:
Todos os resultados sao igualmente possiveis,
P(w;) = #_Q == (l =1,2,:-,6) n = # tem de ser finito
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2.4 - Interpretacgoes do conceito de probabilidade

Principio da Equiprobabilidade < Principio da Indiferenca

Podemos tratar todos os resultados como igualmente possiveis
se nao existir qualquer razao para considerar que um resultado
€ mais provavel que outro.

Principio da Indiferenca pressupoe:

® N3o existe qualquer evidéncia de que um resultado seja mais
provavel que outro

® Existe uma simetria em cada acontecimento elementar que
nos diz que a probabilidade de realizacao de qualquer
deles é igual para todos (“perfeicao”)
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 Exemplo 2.14 — Lancamento de duas moedas “perfeitas”,
Q = {FF,FC,CF,CC} = # Q = 4.

A —«saida de exactamente uma face ou uma coroa»= {FC,CF}=>P(A) =1/ 2
B —«saida de uma face na primeira moeda» = {FF,FC}=P(B) = 1/ 2

C —«saida de pelo menos uma coroa» = {FC,CF,CC} = P(C) = 3/4

Exemplo 2.15 — Langamento de dois dados “perfeitos”, #2=36
A — «soma igual a 6 pontos»={(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)}
P(A)=5/36

B —
«a mesma face nos dois dados»={(1,1), (2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

P(B) = 6/36
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Exemplo 2.16 — Langa-se ao acaso uma moeda e depois um dado.
Q= {(F, 1), (F,2),(F,3),(F,4),(F,5),(F, 6),}
(¢, D),(C,2),(c,3),(C,4),(C,5),(C,6)

O numero de casos possiveisé 2 X 6 = 12.

A — sair a face acompanhada por um numero impar
A={(F,1),(F,3),(F,5}=P(A) = 1/4 pois ha trés casos favoraveis.

B —sair a face acompanhada por um numero inferior a 3
B={(F,1),(F,2)}= P(B) = 1/6 pois ha dois casos favoraveis.

C — sair a coroa acompanhada por um nimero entre 2 e 5, inclusivé
Cc=1{(C,2),(C,3),(C,4),(C,5}=P(C) = 1/3 pois ha quatro casos
favoraveis.

- Analise combinatoria
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A interpretacao classica manteve a sua forca até ao comeco do

presente século, apesar das criticas que lhe foram dirigidas.

No entanto, nao existem moedas perfeitas, dados perfeitos, gases
perfeitos, agua pura, etc. Consequentemente o conceito classico é
muitas vezes aplicado em situacoes idealizadas e nao consegue
vencer a dificuldade levantada quando os casos nao sao igualmente
possiveis\provaveis. E como calcular probabilidades quando o

numero de casos possiveis nao é finito nem sequer numeravel?
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2. interpretacao frequencista

* A ideia fundamental é a repeticao de provas ou experiéncias
idénticas e independentes. Os resultados obtidos ao cabo de
uma longa série de repeticoes patenteiam uma

impressionante regularidade estatistica quando tomados em
conjunto.

Seja um acontecimento A < (. A frequéncia relativa de A é:

n(a) frequéncia absoluta de A
n  nuUmero de repeticdes

F
fn(A) —

Quando aumenta o numero de repeticdoes ha uma tendéncia

para a estabilizacdo da frequéncia relativa em torno de um
numero que “serda” P(A).
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Exemplo 2.17 — (interpretacao frequencista) Lancou-se 200
vezes uma moeda de aparéncia regular e registou-se ao fim
de cada lancamento a frequéncia relativa do acontecimento A
«saida da coroa».

11

1
0.9
0.8
0.7
0.6 -
0.5 -

Frequéncia relativa da coroa

0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -

0

0 50 100 150 200 250

NUmero de langamentos (n)
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* Entao, qualquer que seja € > 0, existe um numero de provas
n, a partir do qual,

P(A) — e < f(A) < P(A) + ¢, é praticamente certo.

(2.4) lim P[If(4) - P(A)| < €] =1

lei dos grandes numeros

Fixado n, as frequéncias relativas verificam a axiomatica de
Kolmogorov.

Que fazer quando a situacao nao é repetitiva nem
simétrica?
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* Interpretacao subjectiva ou personalista —
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 Métodos de contagem

Definicao 2.6 — Regra fundamental da contagem

Suponha-se que uma experiéncia aleatoria € composta por k
etapas. Se na primeira etapa ha mcasos possiveis, na segunda
etapa ha m, casos possiveis,..., na k-ésima etapa ha my, casos
possiveis, entao, o numero total de resultados da experiéncia
aleatdria, combinando as k etapas, € m; X m, X -+ X m,,.

2 conceitos importantes (definicoes 2.7, 2.8 e 2.9)

® Amostra ordenada vs nao ordenada

® Amostragem com ou sem reposicao
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Conceitos de analise combinatdria a ter presentes:

Exemplo: Com 4 pecas de pano de cores diferentes
guantas bandeiras tricolores de faixas verticais
podem elaborar-se sem repetir as cores?

Amostras ordenadas sem reposicao

Arranjos. Conjunto com n elementos distintos.

Quantos grupos com k elementos nao repetidos que
diferem pela ordem de seleccao se podem formar?

n!
Al =
£ (n — k)!
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Conceitos de analise combinatdria a ter presentes:

Exemplo: Quantos tapetes diferentes constituidos por
faixas de 5 cores diferentes é possivel fazer? Qualquer
alteracao da ordem das cores da um tapete diferente.

Permutagoes. As permutacoes de um conjunto de n
elementos distintos sao arranjos de n elementos
tomados n a n, isto €, cada grupo é formado por
todos os elementos do conjunto.

P(n) = = n!
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Conceitos de analise combinatdria a ter presentes:

Exemplo: Quantos grupos de 5 letras

(eventualmente repetidas) é possivel construir com
um alfabeto de 26 letras?

Amostras ordenadas com reposi¢ao

Arranjos completos. Quando nos arranjos entram
elementos repetidos do conjunto dado diz-se que se
trata de arranjos com repeticao ou arranjos

completos

all =nk
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* Conceitos de anadlise combinatoria a ter presentes:

Exemplo: Num restaurante existem 10 menus
diferentes. Quantos conjuntos de 5 menus
diferentes é possivel elaborar a partir desses 10?

Amostras nao ordenadas sem reposicao

Combinacoes. Conjunto com n elementos distintos.
Quantos grupos com k elementos (1 < k < n) nao
repetidos que nao diferem pela ordem com que
foram seleccionados se podem formar?

!
= () = 7 (nn— o)
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 Permutac¢oes de elementos nao todos distintos. Dados n
elementos dos quais k; sao de um primeiro tipo e nao se
distinguem entre si, k, sdao de um segundo tipo e nao se
distinguem entre si e, finalmente, k, sao de um ultimo tipo,
também indistintos, havendo no total r tipos diferentes,

ki + k, + -+ k, =n, o numero de permutagdes de
elementos nao todos distintos € dado pela expressao
n!

KXo !X Xk, !

Coeficiente multinomial
 Quando se consideram apenas dois grupos, istoé, r = 2,
tem-se o coeficiente binomial que assume o valor dado pelas
combinacdes de n elementos ka k.
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* Permutacoes de elementos nao todos distintos.

Exemplo: Com 9 bolas de 3 cores diferentes, 3
pretas, 4 verdes e 2 amarelas, quantos grupos
diferentes é possivel formar?

Com 7 bolas de 2 cores diferentes, 3 pretas e 4
verdes quantos grupos diferentes é possivel
formar?
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* Uma aplicacao particularmente importante da analise
combinatadria consiste na resolucao do seguinte problema:

Populacao

(N)
N-M

Amostra

M tem atributo
A resposta a pergunta depende da tiragem ser feita:

Sem reposicio —— esquema hipergeométrico

Com reposicio —— esquema binomial
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* Tiragem sem reposicao — esquema hipergeomeétrico.

N elementos
numero de casos possivels: Cn com o atributo elementos

/na pop-/. sem o

M) (N = M) atributo

numero de casos favoraveis: (

X n—X
elementos __—
com o atributo elementos
na amostra semo

tribut
x = max{0,n— (N — M)} ex < min{n, M} HIDHO

()
(%)

Entdo vem: P(x) =
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* Tiragem com reposicao — esquema binomial

numero de casos possiveis: @) = N

N-M
ag’ An—x

numero de casos favoraveis: M*(N — M)"™* (n)

X
Entao vem:
Mx(N—m)"—x(" x n—x
Py = O - ()T () prarn
M N-—M
Onde: p=7,q9= m =1-p

No esquema binomial, apenas interessa a propor¢ao — p
e nao os valoresde N e de M.
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Esquema hipergeométrico

exemplo: Num lago existem 100 peixes dos quais 10 sao
vermelhos. Se se pescarem ,aleatoriamente e sem
reposicao, 5 peixes, qual a probabilidade de nenhum ser

vermelho? _
. (100) (1252_ 010)
(s )

Esquema binomial
exemplo: Num lago existem 100 peixes dos quais 10

sao vermelhos. Se se pescarem ,aleatoriamente e com
reposicao, 5 peixes, qual a probabilidade de 2 serem

vermelhos? 5
P, = (2) 0.12 x 0.93
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Definicao 2.10 — Probabilidade condicionada

Dados dois acontecimentos A e B, a probabilidade de A se
realizar sabendo que B se realizou ou a probabilidade de A
condicionada por B, designada por P(A|B), é definida por

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =
A probabilidade condicionada é uma medida de probabilidade

(verifica axiomatica de Kolmogorov);

Uma vez conhecida a realizacao de B, o espaco de resultados deixa
de ser £2 e passa a ser o conjunto B.
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Interpretag¢ao: uma reavaliacao da probabilidade de um
acontecimento quando se tem a informacao de que outro
acontecimento se realizou.
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Exemplo 2.28 — No Totoloto ha 49 numeros. Jogando com
6 numeros a probabilidade de obter o primeiro prémio é:

! ! olx A 1 4,03397E — 08
b3 = k o —
(49) 13 49! 13 '

5

Acertando o primeiro numero, a probabilidade de ganhar
O primeiro prémio passa a ser:

5! x 44] . 1 Awaal 1
497 " 13 _ ** A%
= = 3,95329E — 07
(5) L L 481 13
1/ 49

Ainda é uma probabilidade muito baixa!
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* Probabilidade condicionada.

Exemplo 2.25 — Lancam-se 2 dados e esta-se interessado
na soma de pontos obtida.

Acontecimento A = «obter uma soma igual a 5 pontos»

Se se souber que num dos dados se obteve 4 pontos,
acontecimento B, a probabilidade de A deve ser reavaliada, ja
gue nesse caso a realizacao de A equivale agora a obter 1 ponto
com o outro dado. E se se souber que num dos dados se obteve
6 pontos, acontecimento C.

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12




CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

Probabilidade condicionada.

Exemplo 2.25 — Lancam-se 2 dados e esta-se interessado na
soma de pontos obtida.

Acontecimento A = « obter uma soma igual a 5 pontos»
1

P(4) = — =
36 9

Se se souber que num dos dados se obteve 4 pontos,
acontecimento B, qual a P(4)?

P(ANB) 2

1
P(A|B) = P(B) 12 6

Se se souber que num dos dados se obteve 6 pontos,

acontecimento C, a P(A4) sera? P(ANC)

PUAIO) =—5
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* Regra da multiplicacao das probabilidades:

P(A|B) = P(ﬁ(g)B) & P(A N B)=P(A|B)*P(B)
P(B|A) = - (If (Z)A) o P(B N A)=P(B|A)*P(A)

P(ANB) = P(A|B) x P(B) = P(B|A) x P(A)
comP(B) >0e\ouP(4) >0

Esta regra generaliza-se facilmente para trés ou mais
acontecimentos. Por exemplo,

P(ANBNC)=P(A) x P(B|A) x P(C|A N B)
comP(ANB) >0,



CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

Tem-se 2 caixas com bolas vermelhas e verdes.

Al AZ
Caixa 1l Caixa 2
AiUA4; =0 Aie A, constituem uma
= particao do espaco de
A{NA, =0 resultados 12

1
P(A1) — P(Az) =§

P(A; U Ay) = P(A) + P(4,) =1

axioma 3 da medida probabilidade
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Definicao 2.11 — Particao do espaco de resultados

Diz-se que a classe de acontecimentos
(A, Ay o A} j=1,2,,m,
€ uma particao de 2 quando,

entdo:  P(U; 4;) = z P(4;) =1
J




CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

Tem-se 2 caixas com bolas vermelhas e verdes.

Ay Az

@ V vna,

Retirada uma bola qual a probabilidade de que seja verde?
P(V)= P(VNA)+ PV NA,
=P(V|A;1) * P(A1)+P(V|A3) * P(A3)

1 3
P(VIA) =55 P(V|Az) = 15

3
10

8

1 1 1
PN =23 027 2



CAPITULO 1(2) — PROBABILIDADE

Teorema 2.1 (regra da probabilidade total) — Se {4, 4,, -+, A, -

é uma particio de Q e se P(Aj) >0@(=12--,m,:),
para qualquer acontecimento B,

P(B) = 2}_ P(BN4;) = 2}_ P(A;) x P(B|4;)

}
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Tem-se 2 caixas com bolas vermelhas e verdes.

Sabendo-se que a bola retirada é verde qual a
probabilidade de que tenha sido retirada da caixa 2?

A, Az
Cor W von >
_P(4;nV) P(V|A,) * P(A2)
P(A,|V) = P(V) P(V|A;) * P(A1)+P(V]A,) * P(A,)
3,1
P(4ylv) =102 =~

20
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* Teorema 2.2 (Bayes) —Se {A{,A,, -, A, "+ } € uma
particdo de £2 e se P(Aj) >0(=12-,m,-),
para qualquer acontecimento B a verificar P(B) > 0,
P(4;) X P(B4;)

%;P(4;) x P(Bl4;)’

P(Ale)z (]':1,2’...’771’...)

P(Aj) - probabilidade apriori ( sem informacao adicional)

P(A]-|B) - probabilidade aposteriori ( apds obter informacao
adicional)
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Exemplo 2.35 — Uma companhia seguradora distribui os segurados
por trés classes, A{, A,, A3, consoante 0 menor ou maior risco que
se |hes atribui; em certo momento a carteira de apodlices tem a
seguinte composicdao: A; = 3500, A, = 5000, A; = 1500. Sabe-se
também que a probabilidade de os segurados de cada classe terem
um ou mais acidentes durante um ano €, respectivamente, 0.01,
0.04 e 0.15. A companhia, naturalmente, nunca tem a certeza da
classe a que pertence o subscritor de uma apolice. Se um segurado
tiver um ou mais acidentes durante um ano que conclusao se pode

retirar quanto a classe a que pertence?
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P(A,) = 0,35; P(4,) =0,5; P(45) = 0,15

P(B|A,) = 0,01; P(B|A,) = 0,04; P(B|A;) = 0,15

P(B) = P(A, N B) + P(4, N B) + P(45 N B)
P(B) = P(A;)P(B|A;)+P(A;)P(B|A;)+P(A3)P(B|A3)
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P(4,) =0,35; P(4,) =0,5; P(43) = 0,15
P(B|A,) = 0,01; P(B|A4,) = 0,04; P(B|A43) = 0,15
P(B) = P(A;)P(B|A{)+P(A,)P(B|A,)+P(A3)P(B|A3)
= 0,35*%0,01 4+ 0,5+ 0,04 + 0,15 % 0,15 = 0,046

P(4,NB) P(A)P(B|4;) 035%0,01

P(A1]B) = P(B) ____ P(B) 0046
— 0,076
_ P(A,nNB) P(4,)P(B|4;) 0,5+0,04
P(A2]B) = P(B) P(B) 0,046

= 0,43
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Ay | pla) | PBI4;) Pl4)P(BIA) [ P(418)

Ay | 035 | 00 | 00035 [0,076087

Ay | 05 | 004 | 002 [0434783

Ay | 015 | 015 | 00225 | 048913
! 0,046 !




CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

 Suponha que é o responsavel pela deteccao da fonte de erro
guando o sistema de computadores falha. Da sua experiéncia
sabe que existem 3 fonte de erros: unidade de disco, memoria
do computador, sistema operativo.

Sabe-se que 50% erros tem como fonte erros na unidade de
disco.

A partir dos padroes de desempenho de componentes, sabe-se
gue a probabilidade de falha do sistema quando se verifica

erro na unidade de disco ou erro de memoria é de,
respectivamente, 60%, 80%. Sabe-se ainda que, tendo sido
registada uma falha, ela deve-se a erro de memoria em 40%
dos casos e que a probabilidade de o sistema falhar é de 60%.

Qual a probabilidade de que o sistema falhe quando existe erro
do sistema operativo?



CAPITULO 1(2) — PROBABILIDADE

4 | P(4) |PLFI4) () P(FIA) | P(4)F)
UD 0,5 0,6 0,3
M | 03 | 08 0,24 04
50 0,2 @3 0,06
1 0,6 1
P(M|F) = P(M;’(’g M) 0,4 = ZWDPUEM) ) p(p1)P(F|M)=0,4%0,6=0,24

P(SO)P(F|S0)=P(F)-P(M)P(F|M)-P(UD)P(F|UD) = 0,6 — (0,3 + 0,24)=0,06

P(F n M)
P(M)

(:)P(M)_P(FHM)_O,24_O3
-~ P(FIM) 08

P(FNSO) 0,06
P(M) 02

P(F|M) =

P(F|SO) =



CAPITULO 1(2) — PROBABILIDADE

Os dois mais importantes fornecedores de ovos de um supermercado (F1 e
F2) fornecem respectivamente 50% e 40% do total de ovos adquiridos pelo
supermercado. Alguns dos ovos vém estragados, tendo-se apurado que, dos
ovos estragados, 60% sao fornecidos por F1 e 30% por F2. Sabe-se também
gque a percentagem total de ovos estragados fornecidos por outros
fornecedores é de 5%. Qual a percentagem de ovos estragados recebidos

pelo supermercado? Qual a percentagem de ovos estragados fornecidos por
F1°?

P(F;))| P(E|F;)| P(En Fi) | P(Fi|E)

F1 0,5 ? 0,6
F2 0,4 0,3
Outros 0,05
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P(F;,)| P(E|F})| P(EnFi) | P(Fi|E)

F1 0.5 0.06 0.03 0.6
F2 0.4 0.3
Foutr 0.1 0.05 0.005 0.1
1 0.05 1
P(FOutros) =1- [P(Fl)"'P(FZ)] P(E N FOutros):P(ElFO) * P(FO):O;1*0;0520:005
P(Foutros|E) = 1 — [P(F1|E)+P(F2|E)] _PENFR) _06/005 003
out P(E|F)) = PR =05 " 05 0,06
P(F,|E) = Pfg;f) & P(F, NE) = P(F,|E) * P(E)=0.6%0.05=0.03
_ P(FoNE) _P(FpnE) 0,005
PUolE) = =5y~ 2 PE) =% = o1



CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

7. Acontecimentos independentes

Experiéncia aleatéria-.

‘ . ‘ ‘ . retirar duas bolas desta
‘ ‘ ‘ . ‘ caixa com reposi¢cao

P(@@®) =P1:@)+P(22@| 12 @ =+ ="

10 100

P@) +P(®) =15* 15 =15

0 100

Acontecimentos @ e @ dizem-se independentes
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7. Acontecimentos independentes

‘ Experiéncia aleatoria-.

‘ ‘ ‘ ' . retirar duas bolas desta
‘ ‘ ‘ . ‘ caixa sem reposicao

7 3 21 7

P(@ @=P(1:@)+P(22@| 1 @ =L+2=2-"
7 3 21
P(‘)*P(‘):l—o*l—ozE

r@e® @) +r@)

Acontecimentos @ e @ dizem-se dependentes
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7. Acontecimentos independentes

Definicao 2.12 — Acontecimentos independentes
Dois acontecimentos A e B, do mesmo espaco de resultados,

dizem-se independentes, se e so se
P(ANnB) =P(A) X P(B)

Esta definicdo é valida para P(A) = 0e P(B) = 0. Assim, se A
for tal que P(A) = 0, entdo A é independente de qualquer outro
acontecimento e, em particular, é independentede @ e de Q.

Teorema 2.3
Se A e B forem acontecimentos independentes, entao,

__ P(ANB) _ P(A)XP(B) _
P(A|B) = ) - e P(A) seP(B) >0




CAPITULO 1(2) — PROBABILIDADE

Acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis
traduzem relagoes diferentes:

e Se P(A) =0, ja foidito que A é independente de qualquer outro
acontecimento porque A = @ (“acontecimento impossivel”).

Com efeito,se A=0=>ANB=0=>P(ANB)=0=P(A) « P(B)

A concorréncia das duas situacdes (independéncia e incompatibilidade)
somente se verifica nessa hipotese restrita.

® A independéncia é uma propriedade da medida de probabilidade e
nao uma propriedade dos acontecimentos. Nao € possivel caracteri-
zar a independéncia meramente a partir dos acontecimentos.
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Acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis
traduzem relagoes diferentes:

® Se P(A) >0eP(B) > 0, os acontecimentos A e B, caso sejam

incompativeis [A N B = @|ndo podem ser independentes,
porquanto, P(ANB) = P(®) =0 # P(A) X P(B).

® A incompatibilidade é uma propriedade dos acontecimentos, nao
da medida de probabilidade.



CAPITULO 1(2) - PROBABILIDADE

* Teorema 2.4 — Se os acontecimentos A e B sao independentes
tambémosioAeB ,AeB,AeB.

-

Por exemplo:
P(ANB) = P(A—B)=P(A) —P(AnB)= P(4) — P(A) x P(B)=P(4)(1— P(B))
= P(A) x P(B)

Quando se consideram trés acontecimentos, 4, B e C, podem

ocorrer as seguintes situacoes:

Os acontecimentos sao dois a dois independentes e
P(ANnBNC)+P(A) x P(B) x P(C).

Os acontecimentos sao dois a dois independentes e
P(ANnBNC)=P(A) xP(B) x P(C).

Verifica-se P(ANBNC)=P(A) X P(B) X P(C)masAeB
ou Ae(C ouB e (C dependentes.
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 Ex.2.39: Quatro bolas (1, 2, 3,4). Retira-se uma bola e regista-se o
numero. Sejam acontecimentos A = {1,2}, B = {1,3},C = {1,4}.

P(A) = P(B) = P(C) = 1/2;
P(ANB)=1/4=P(A) x P(B),P(ANC) =
1/4 = P(A) x P(C),P(BNC) = 1/4 = P(B) x P(C) mas

P(ANnBNC)=1/4+ P(A) xP(B)xP(C)=1/8
Ex.2.40: Uma moeda regular é lancada 3 vezes.
Sejam os acontecimentos: O ={CCcC,CCF,---,FFF} #Q0 =28
A ={CCC,FCC,CFF,FFF},B = {CCF,CFC,FFC,FFF},C = {CCF,CFC,FCF,FFF}.
P(A) =P(B)=P(C)=1/2;
P(ANBNC)=1/8=P(A) X P(B) X P(C) =1/8 mas
P(BNC)=3/8+#P(B)XxP(C)=1/4
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 Exemplo: : Uma moeda regular é lancada 3 vezes
QO ={CCC,CCF,CFC,CFF,FCC,FCF,FFC,FFF}

Sejam os acontecimentos: A = {CCC,FCC,CCF,FFF},
B ={CCF,CFC,FCC,CFF}e(C ={CCC,CFF,CCF,FFF}.

Entdo: P(A) = P(B) =P(C) =1/2

ANB ={FCC,CCF};AnC = {CCC,FFF};, BN C = {CCF,CFF};
ANBnNC ={CCF)

P(ANB) = % — P(A) x P(B); P(ANC) = i — P(A) x P(C)

P(BNC) = % = P(B) X P(C)

P(ANBNC) =%=P(A) x P(B) X P(C)
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Definicao 2.13 — Independéncia completa ou mutua

Os acontecimentos A, B e C do mesmo espaco de resultados
dizem-se completamente independentes ou mutuamente
independentes se e soO se verificarem as condicdes seguintes:

P(ANB) = P(4).P(B), P(ANC) = P(A). P(C), P(BN C) = P(B). P(C)
e
P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C)

Definicdo 2.14 — Independéncia condicional
Dois acontecimentos A e B sao independentes condicionalmente em
relacao a um acontecimento C quando,

P(A N B|C) = P(A|C).P(B|C)

A independéncia condicional ndo implica independéncia no
sentido corrente a nao ser obviamente quando C = ().



QuestOes sobre a aula anterior

1. Se A4, A,, A3 constituem uma particao do
espaco de resultados, entao sao acontecimentos
mutuamente independentes.

2.5e P(A) =055 P(B)=035¢
P(A — B) = 0.55, entao A e B constituem uma
particao de Q.



